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Отримання першо! 1 друго! стандартних 


границь 3 едино! системи нер1вностей 


Целью статьи является универсальный подход к стандартным пределам в теории пределов. Подход 


основан на использовании цепочки неравенств Хх < [9х <е" —1< хе” при малых Х и предельном 


переходе в них. Кроме стандартных пределов, в рамках теории, получены все следствия из них. 
Предложенный подход проще общепринятого. 
Ключевые слова: предел, стандартные пределы, неравенство, функция, синус, экспонента. 


ТБе ригрозе оЁ Ше рарег 15 ап ишуегза| арргоасВ ог оМашие е запдагА шп ш фе е!етешагу Феогу 
оР Низ. ТВе арргоасв изез Ше сват о теадцаНез х < [2х <е" —1< хе" юг ве зтаП х апа Ше ити 


гапзоп ш Фет. Тре тео4 сап Бе аррПе4 {0 Бо зап4ага Пти зипаЙапеоиц$[у, Паё таКез е Шеогу 
тоге иптуегза]. Вез!4ез, Ше Пеогу 21уез зоте пе\\ гергезещайопз оЁ Пе звапдага шпИ5. 
Кеууога$: Пой, $апдага Шт, Капсйоп, зте, ехропепа1, тео4, шедиаПиез. 


Метою статт! е унверсальний шдхд обчислювання стандартних границь в теорй границь. Шдхд 
заснован на застосуванн! нерйвностей х < [2х <е” —1< хе” та граничному переход! в них. Шдхд 


може бути застосованим до обох границь одночасно, що значно спрощуе отримання результат. Крим 
визначення стандартних границь, отримано вс! наслйдки з них у рамках запропоновано! теорй. На 
нашу думку, цей шдхид б1льш привабливий, н!ж звичайний. 

Ключов! слова: границя, стандартн! границ, функщя, синус, експонента, нервнсть. 


Введение 


Стандартные пределы в математическом анализе, которые также известны под 
названиями первого и второго замечательных пределов, используются, в основном, для 
вывода производных элементарных функций зшх, созх, е`, а”, составляющих основу 


стандартной таблицы производных [1], [2]. Стандартные пределы представляют также 
самостоятельный интерес. С их помощью вычисляют целый класс пределов и исполь- 
зуют практически во всех разделах математики. 
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Обычно вывод каждого из стандартных пределов осуществляется различным пу- 
тем. Первый стандартный предел основан на предельном переходе в геометрических 
построениях на тригонометрическом круге, а второй — на основе бинома Ньютона и 
теоремах о предельном переходе в неравенствах. Эти методы доказательства эффектив- 
ны, наглядны, но не носят универсального характера [1], [2]. 

Существуют универсальные методы доказательства, которые связывают пределы 
одной теорией. Так, первый и второй стандартные пределы можно связать с помощью 
формулы Эйлера [3]. 

Еще один эффективный метод доказательства основан на методе неопределенных 
коэффициентов, который позволяет найти пределы с помощью стандартных разложе- 
ний функций зшх ие" [4]. 

Нами предложен единый и достаточно простой подход к стандартным пределам, и 
этот подход основан на предельном переходе в неравенствах. Главное отличие от клас- 
сического подхода является то, что для вывода первого стандартного предела 

На зшх И 


х>0 Хх 


1 (1) 


и второго стандартного предела. рассматриваемого в виде 


и. (2) 


х—>0 х 


используется одна общая система неравенств (3), которые доказаны и даны в прило- 
жениях. Такой подход является универсальным для обоих пределов (1) и (2), и приводит 
к цели мгновенно. 


| Первый и второй стандартные пределы 


Процедура вывода пределов (1) и (2) состоит в следующем. Записываем неравен- 
ства 
х < 1х <е* -1< хе”, х>0. (3) 
После деления неравенств (3) на х > 0 и умножения их на созх > 0 выполняет- 
ся предельный переход при х -> +0: 
Пт созх < Ши аи = Пт созх < Шип е* собх. 


х>+0 х—>+0 х х—>+0 х х>+0 х—>+0 


К этим неравенствам применим известную теорему в теории пределов для функций, 
удовлетворяющих неравенствам 2(х)< Г(х) <Ф(х) в некоторой окрестности точки 


х, ‚ и имеющих одинаковые значения пределов Шт 2(х) = Пт ф(х) =а. При выполне- 
х—>х, х—>>х, 
нии этих условий существует предел Пт /(х) и он равен а. 
х—>>х, 


Поскольку Шт е” созх = Шт созх =1, то налицо выполнение условий теоремы, 
0 


х—- х—>+0 


. зшх .. е-1 
поэтому существуют пределы Шт = п Е 
х>+0 Хх х>+0 Хх 


Обычно эти пределы записывают отдельно в виде (1) и (2) и называют соответ- 
ственно первым и вторым стандартными пределами. 
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Замечание [. Чтобы не доказывать лишнее неравенство {1х <е" —1, можно провести 
доказательство отдельно для каждого предела, записав систему неравенств (3) в виде 
двух двойных неравенств: 

х < 1х <хе', 


(4) 


х<е* —1< хе”, х>0. 

Как видно из этих неравенств, достаточно провести предельный переход только для 
одного из них, а второй предел получается автоматически, и не требует каких-либо 
пояснений. Кроме того, очевидно, что доказательство неравенств х<е" —1 < хе" 
проще доказательства неравенства 1х < е" —1. 

На рис. 1 приведены функции неравенств (3). На первом из них демонстриру- 
ются графически неравенства (3) при малых положительных значениях х, а на вто- 
ром рисунке показано, что неравенство (3) нарушается, начиная с некоторого значе- 


ния х, >0. График функции [ох пересекает кривые у=е"-1и у=хе”. 


1х хе”. 
8 
-6 
в*—1 
4 
р я 
о 02 04 05 03 $3 1х12 14 16 
х х 


Рисунок 1 — К демонстрации неравенств х < {2х <е" —-1< хе”, х>0 


Геометрический смысл доказательства состоит в том, что графики функций 

у=1юх и у=е' -1 при малых значениях х заключены между графиками функций 
у=х и у=хе" , каждая из которых стремится к одному и тому же числовому значе- 
нию (в данном случае к нулю). 
Замечание 2. Доказательства неравенств (3) методами элементарной математики приве- 
дено в приложениях 1 - 3, а с использованием производной эти неравенства очевидны. 
В самом деле, вычисляя производные от каждой части неравенства (3), получим прак- 
тически очевидные неравенства 


1 <е* <(х+ПШе”, х>0. 


05 Хх 
2 Обоснование предельного перехода 
в неравенствах (3) при х<0 


Для второго стандартного предела (2) проблемы вычисления левостороннего 


Хх 


. е 
предела шп нет. Из первого рисунка (рис. 2) видно, что при х<0 функция 


х——0 х 


е” —1 находится между функциями хе" их. Это означает, что вышеупомянутая тео- 


Хх 


№ д. @ 
рема применима И ДЛЯ отрицательных значении х. Поэтому [Ши =: 1 : 
х—>0 Хх 
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Для первого стандартного предела (1) в неравенстве (4) проблема левостороннего 


. эшх 
предела Пт —— существует. Из первого рисунка (рис. 2) видно, что функция 1ех 
Е 


х—>-— 
ограничена только функцией х, поэтому выполняется только неравенство 1х <х при 
х <0. Проблема легко решается, если в первом неравенстве (4) заменить в экспонен- 
те х на модуль Ы. Как видно из второго рисунках, теперь функция (эх находится 


ы 


между функциями хе’ и х как при положительных, так и при отрицательных х. 
Практически это означает, что в формулах (4) следует сделать небольшое изме- 
нение и система будет справедлива для произвольных по знаку х 


х < ох < хе", 


Е , (5) 
х<е* -1< хе”. 
2 2 
1 2. 4 
о 1 © 
„.. == —1 
е=—1 х у 
—1 — 
4 
1х 
1х ы _2 
-1 —0.5 о 05 -1 > 053 о 05 
х | р 


Рисунок 2 — К демонстрации неравенств (3) и (5) при х < 0. 


Замечание 3. Для вывода стандартных пределов корректнее пользоваться неравен- 
ствами (5) (а не (3) или (4)), к которым применима теорема «о двух милиционерах» 
как со стороны положительных, так и со стороны отрицательных х. 


3 Следствия из стандартных пределов 


Следствия из стандартных пределов получаются непосредственно из формул (1) и 
(2) надлежащей заменой непрерывной переменной под знаком предела [5], [6]. 

Нас интересуют возможности нашей теории, поэтому рассмотрим задачу по- 
лучить известные следствия пределов (1), (2) непосредственно из неравенств (5). Для 
простоты рассмотрим только случай х > 0, хотя результаты справедливы для произ- 
вольных по знаку х. 

Хорошо известные следствия из первого стандартного предела 

агсуш х агс1ех г (6) 


. 1х : : 
Нт- 8% = т 
х>0 Хх х>0 х х>0 № 


Ы 


следуют из первого двойного неравенства х < [2х < хе'' системы (5) надлежащими пре- 
образованиями и заменами переменной. Так, первая формула (6) получается сразу после 
деления на х=0 и предельного перехода при х > 0. Вторая и третья формулы - с 
помощью замен х = агсзш у ‚ х = агс{еу и предельного перехода при у —> 0. 
Рассмотрим следствия из второго стандартного предела — второе двойное нера- 
венство (5) х <е" —1< хе" >1+х<е” <1+ хе” => ш(1+х) <х < (1+ хе"). Рассмотрим 
левую часть неравенства ш(1+х)<х. Разделим его на х>0 и перейдем к пределу, 


получим | ао 


<1. Теперь рассмотрим правую часть неравенства х < (1+ хе”). 
х—-+0 х 
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+ хе”) 


хе 


Разделим его на хе’ >0, получим е “< . Перейдем к пределу, заменив 


хе" = у, получим ИУ 


предел, который является одним из следствий второго стандартного предела 


>1. Сравнивая оба предела, получим хорошо известный 


пы ЗА 


х—>0 х 


1. (7 


Обобщим неравенства х<е" —1< хе", выполнив замену переменной с парамет- 
ром х= Шша.:1, после чего вернемся к старому обозначению х (вместо Г), получим 


ша-х<а' -1<хша:а”. (8) 


После деления неравенства (8) на х> 0 и перехода к пределу, получим хорошо из- 
Хх 


х: а- 
вестный предел Пт 
х>0 х 


= па. 


Обратим неравенство (8), получим: 105. (1+Ша-х)<х<]ов (1+хша-а”) и рас- 


смотрим его как два отдельных неравенства. Другими словами, повторим действия 
как при получении предела (7): 


те юз, (1+ ша-х) и (9) 


х>0 в 
Формула (9) обычно не рассматривается в курсе математического анализа, тем 
не менее, из нашей теории она следует естественным путем. Это означает, что метод 
способен получать новые результаты, подобные формуле (9). 


Прологарифмируем неравенство (5), записанное в виде 1+х<е" <1+хе“, по 
основанию а: 


102. (1+х) < хюз,е < 108. (1+ хе“), 
получим еще одно известное следствие 


т.Ю@ +5) = ю2.е= 1 
х—0 № ша 


Перепишем неравенства |п(1+х) <х < ш(-+хе”) в виде Пра +х) <1< 1 ва +хе”), 
х о 
точнее ш(1+х)"* <1< 1+ хе*)"*. Потенцируем их и получим 
(1+х)* <е< (+ хе“). (10) 


После перехода к пределу, как это делалось в случае с Ш((1 + х))/х, получим пре- 
х>0 


дел, который обычно рассматривается в теории пределов как базовый предел второго 


стандартного предела 


Пи +х)* =е. 


Неравенства (10) не изменятся, если в них сделать замену переменной у=1/х 
и устремить у. В результате получим «официальную» форму второго стандарт- 
ного предела Шт(1+1/х)* =е. 
х—>>о 
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Один из новых результатов мы получим, если применим следующие рассужде- 
ния к неравенствам (8) 


102 (1 +Ша: х)< у 1юз (1 +ша: ха") 105 (1 + ша-х} ыы 1, + та- ха" . 
Отсюда следует неравенство, обобщающее неравенства (10) 


(+та-х)” <а<(+ша-ха”}" (11) 
и предел, который обобщает второй стандартный предел 
био + та-х)”* =аи №1 (+ша/х}! =а. (12) 


Формулы (12) обычно не рассматривается в курсе математического анализа. 
Это не удивительно, потому, что эти формулы не следуют из классических методов 
доказательства второго стандартного предела. Наша теория создает подобные фор- 
мы естественным путем и эти формулы совпадают с классическими при а=е. 
Подчеркнем, что формулы (12) обобщают общепринятые выражения для второго 


стандартного предела (0 +х}'* =еи Ши(+1/х)' =е. 
х—> хо 


Приложение 1. Доказательство неравенства х < (2х < хе", х>0. 
Первое неравенство х < {[ех очевидно и следует из геометрических построений 


(рис. 3) [1]. Для доказательства второго неравенства {2х < хе”, возведем в квадрат 


обе части неравенства и преобразуем 


т? х 


1- эт? х 
>“ 2) [И 

В правой части отбросим член е”">1, а в левой старшие степени геометриче- 

ской прогрессии (всегда найдется такое значение х при х->0), получим очевидное 


неравенство зт’х<х” (рис. 3). 


а < хе?" зш? х(1+ 31? х+зШ х+...) < хе. 


В 


А 
АЛ = зшх 
ыы ВС=юх 


Рисунок 3 — К доказательству неравенства {ех > х>5шх 


Приложение 2. Доказательство неравенства г“ —1 < хе“, х>0. 
Преобразуем неравенство, приведя его к сравнению с геометрической 


.. 1 
прогрессией: е* —1< хе* > е* < ——=1+х+х” +... 
= 


(к) т = +1+1-2 


Рисунок 4 — К доказательству неравенства е” —1< хе”, х> 0. 
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Из рисунка очевидно, что х’+х+1-е" >0. Теперь ограничимся членами степени 
2 
не выше х’и рассмотрим квадратное неравенство относительно х: у=х’+х+1-е' >0. 
к 2 х —1 + \ Де “_ 3 
Положительный корень уравнения х’+х-+1-е`=0 равен х, = о. При 


х=0, у=0, апри х, > 0 имеем у>0 (рис. 4.), что доказывает неравенство. 


Приложение 3. Доказательство неравенства е" —1>х, х>0. 
Докажем неравенство для натуральных значений аргумента и. Запишем ряд 
очевидных неравенств 
ТЕТ 
е> 1, 


г: о раеетеи 


РТ, 


2 —1 
Складываем левые и правые части неравенств 1+е+е’+е” >и. Левая часть 


к. 1-е” 
неравенства есть геометрическая прогрессия, сумма которой равна 


<е" —1. Вре- 


зультате имеем неравенство е” —1> и, и = 0,1,2.... 
Приложение 4. Доказательство неравенства 1х < е” —1, х> 0. 
Преобразуем неравенство, приведя его к сравнению с геометрической прогрес- 


сией ——=1+3т*х+3ш“х+.... 
[-зтох 
› зшх 2 шо х 2 з Е 2 
их=— < ( 1) —: <(е*-1) 5 5? х+5' +... < (е* 1) : 
с05°х 1-х 


Нас интересуют малые х, поэтому в левой части неравенства ограничимся пер- 


Ржу 
вым (ведущим) членом т“ х. Используем неравенство ге" -1>х, получим очевид- 
ное неравенство зшх <х. 


Замечание 4. Неравенство [эх <е" —1 при возрастании х нарушается, поскольку при 
х—>л/2 имеем [эх —> ©. По этой причине в доказательстве рассматриваются очень 
малые х, для которых неравенство еще выполняется. 


Выводы 


1. Разработан новый метод доказательства стандартных пределов и следствий 
из них. Пределы получены на основе универсальной системы неравенств. Такой 
подход в корне отличается от общепринятого подхода. 

2. Стандартные пределы получены с использованием известных неравенств 
элементарной математики, что повышает ценность подхода. 

3. Результаты работы подкреплены численными расчетами, что подтверждает 
теорию. 

4. Подход обобщает второй стандартный предел (формулы (12)), причем новые 
формулы являются естественным продуктом нашей теории. 
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Г.Р. Мгопепко, 1.Т. Рагенко 
Ап ОБеитв ор Фе Е1т51 апа 5Зесопа 5апаага Глтиу Тйгоией 
а зуйет отедиаПне$ 

ТВе ригрозе оЁ\Ве рарег 1$ ап итуегза| арргоасВ ог оМаште Фе $апдага Пт ш 

{бе еетепагу Шеогу ог ШпИ$. ТВе арргоасйВ зез пе тедиаПие$ 

х< 1х <е"'-1|< хе”. (1) 
Тве шедиаП@ез сап Бе ргоуе4 Бу тео4$ ое е|]ететагу таетайс$ умер аге о1уеп 
ш Фе арреп41хез оЁ 1е рарег. 

АйЙег Фе Ч1у15юп Фе шедааНИез Бу х=0 апа шиШ@р!уше Фет Бу созх Фе 
шедиаПйез аге ргераге4 1ю Фе Шпи фапз1 оп аё х —> 0. Те гезий 1$ мо запдага 115 
т (2) 

х>0 Хх х>0 Хх 

ТБе те#о4 15 аррПе4 №ю Бо запдага ПШтИ$ зипиНапеоч$у, Фа{ таКез Фе еогу 
тоге иптуегза1. Те шедиаПиез сап Бе сепегаПте4 аз 


ах <4еах < ахе", 
ах <е" -1<ахе", а>0,х>0. 


ш Фе сазе а =Ша Ше $зесоп4 шедиаНие$ аге па-х < а” -1<хша-а”. ТВе оепегаНте а 
Гогт ОЁ Фе ШФеогу э1уез Фе орропипйу ю её зоте пе\у гергезещаноп$ оЁ пе запдага 
1015. Матёу, 
т юз ,(1+та-х)_ 
Опг Шеогу Ваз зоте ауащасез ш сотранзоп УЛ Фе ба юопа| уау ог Фе 
сопз14еганоп. Е оЁ аП е Шеоту 1$ уегу зпар!е ап Шегеоге и 15 уегу айгасйуе. Оп 
{фе офег Бап4 е Феогу отуез ап орропипйу © се! зоте зпире сепега|тайоп$, умсеВ 
такез пе тефо4 тоге ипуегза|. 


[5 Ши (1+ ша-х)” =а, тп (1+ ша/х)' Я 


Статья поступила в редакцию 07.11.2012. 


«Штучний 1нтелект» 2013 №1 179 


